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Ueber die Reduct ion der bin~ren quadrat ischen Formen.  
u 
~.. HUI~WITZ in Ztirich. 
w 
Die Farey'schen Polygone. 
Bezeichnen x, y~ z homogene Dreieckscoordinaten, so durchl~iuf~ 
der Punk~ 
(I) x : y :~- -  1:  - -  ~,:)3 
eiuen Kegelschnitt K~ wenn ~, die reellen Zahlen yon --  co bis ~ co 
annimm~. Jedem besonderen Werthe ~t 0 yon 9 en~sprichl ein 'be- 
stimmter Punk~ dieses Kegelschniltes, und wit wo]len diesen Punkt 
kurz als den ,Punkt  it0 '* bezeichnen. Der Einfachhei~ halber mSge 
die Coordinatenbestimmung so e~roffen 
A 
werden~ dass der Kegelschnitt X ein / / \  
Kreis ist und dabs die [unkte 0, 1~ ~ o// \~  
mit den Ecken eines dem Kreise K ein- ~'~/ '\~ 
beschriebenen regul~ren Dreiecks zu- 
sammenfallen. (Vgl.Fig. 1). Wir werden ~oA- - -  ~~ , .~ 
nun in diesem Paragraphen eine Reihe ~ ~/ /~ 
 uf  oHo , / t J \  
die sich auf diejenigen Punkte des / \ ~.\ ~§ / \ 
K reises l i: beziehel~, welche rationalen / ~ /~/ /  
Werthen yon it entsprechen. , ~ \ 
D ef i  n i ~ i o n 1. Die Verbindungs- P~. ~. 
linie zweier t)unkte 7~ und ~, wo r, u, s~ v ganze Zahlen bezeichne% 
soll eine ,,~-Tementarsehne" d s JKreises .K heissen, wenn rv - - su~ 1 is~.. 
1 1 
Hiernach werden beispielsweise, da 0 ~ ~, 1 ----- ~, co ~ ~ is~, 
die Sehnen 
01, lo% oo0 
Elemen~arsehnen sein. 
Def in i t ion  2. ~i~ dem Kreise K einbeschrlebenes Dreieck sol~ 
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ein ,,.Elementardreieck" heissen, wenn jede Seite des Dreie&s eine 
JF, lementarsehne ist. 
Beispielsweise wird das Dreieck 01~o ein Elemen~ardreieck sein. 
Im Anschluss an diese Definition beweisen wir den 
Satz 1. Jede Elementarsehne ist Seite yon ~wei .Elementardrei- 
ecken, die auf versehiedenen Seiten der Sehne liegen. 
~" 8 Es sei a eine Elementarsehne, ~ und ~ seien ihre Endpunkte, so ist 
rv - -  su = e- -~-F  I. 
Soll nun-~ der dritte Eekpunkt eines Elemen~ardreieeks sein, dessen q 
und s sind, so muss beide andern Eekpunkte ~ 
iov- -  ~s---- 81 =__  1, 
pu --  qr = e 2 = ~ 1 
sein. Hieraus folgt, dureh AuflSsung naeh p und ~/~ 
9 io ~ e~r - -  e2s ~ 
also en~weder ~ ----- r_.T s oder ~ = ~ -- s. Jeder dieser belden Brfiche q u%v q u- -v  
rund  s auch ~hals~chlich ein liefert in Verbindung mi~ den Briichen ~ 
Elementardreieck. Da ferner die Punk~e _r und s dutch die Punkte 
r + s und ~" --8 harmonisch ges werden, so liegen die beiden fiber 
der Sehne a mSglichen Elemen~ardreiecke zu 
verschiedenen Seiten der Sehne a. Dami~ ist 
der Satz 1 vollsr bewiesen. Beiliiufig sei 
noch bemerkl, dass man jedes der beiden fiber 
der Sehne a mSgliehen Elementardreiecke aus 
dem anderen durch eine einfache geometrlsche 
Construction ableiten kann, da die Verbindu~gs- 
lime der Punkte ~ und u 'v  dutch den 
Fi~. ~. Po lder  Sehne (~ geht. (Vgl. Fig. 2.) 
Es soll sich nun datum handetn, ein anschauliches Bild yon der 
Gesammtheit aller Elemen~ardreiecke zu gewinnen. Zu dem Ende 
stellen wit zun~ichst folgende neue Definition auf: 
Def in i t ion  3. _Man betrachte alle rationalen Zahlen u' dere~ 
Z~hZer wad Nenner abso~ut genommen die _~ositive gan~e Zahl ~ nicht 
iiberschreiten. Die entsprechenden Punkte ~ des Kreises X bilden die 
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Ecken eines dem Kreise einbeschriebenen convexen Polygones P, ,  welches 
dasn te .Farey'sche _Polygon genannt werden soll. 
So ist; das erste Farey'sche Polygon Pt das Viereck oo, -- 1, 0~ 1 ; 
das zweite Farey'sehe Polygon P2 das Azhteck cx b --2, --1, --~, 0, 
1 ~, 1, 2 u. s. w. (Vgl. Figur 3, in 
welcher die Seiten des Polygones P2 
stark ausgezogen sin&) 
Wir ergiinzen diese Definition och 
dadurch, dass wir als ,null~es" Farey'- 
sches Polygon Po das yon den Punkten 
~,  0 gebildete Zweieck einftihren. Es 
gilt dana allgemein der 
Satz 2. Die Parameter der auf- 
einanderfolgenden JEeke~ des n t~ Fare/- 
schen Polygones _P~ bilden die n ~ 
.Farey' sehe tteihe. *) 
-2 
lCig. 8. 
Aus den Eigenschaf~en der Farey'schen Reihen geh~ nun hervor: 
Satz 3. Jede Seite eines .Farey'sehen I-'olygones i t eine .Elementar- 
sehne und umgekehrt: jede ~lementarsehne ist ~eite eines Farey'schen 
_Polygones. 
Den zweiten Theil dieses Satzes kSnnen wit noch nigher pr~cisiren. 
Nigmlich: 
Satz 4. Wenn in der l~eihe Po, -P,, -Pz,.. . das Polygon .P~ alas 
erste ist, unter dessert ~cken sich beide ~nd~unkte der .Elementarsehne 
finden, so ist ~ eine Seite des Polygones P~. 
Hieran knfipfen wit den Beweis des folgenden Sa~zes: 
SaCz 5. .Dasn ~e tZarey'sehe Polygon (n>0)  set~t sich gerade aus 
denjenigen ~lementard/reiecken zusammen, deren Eeklmnkte sich unter 
den ~Eeken des n ~ 2"arey'sehen _Polygones befinden. 
Oder anders ausgedrttckt: 
~ie .Elementardreieeke, die sich aus den Ecken des nt~ I'arey'sehen 
Polygones bilden tasse~, bedeeke~ dieses Polygon einfach und li~ckenlos. 
Fiir den Fall n ~ 1 ist dieser Satz offenbar richiig, da das Polygon 
/)~ sich aus den beiden fiber der 8ehne cr mSglichen Elemen%ar- 
dreiecken oo, 0, 1; oc, 0, --  1 zusammensetzt. Wit brauchen also nut 
zu zeigen, dass der Satz fiir das Polygon. Pr,-t-t gilt, wenn wir seine 
Gfiltigkei~ flit das Polygon P~ als schon bewiesen voraussetzen. Nun 
setzen sich die Elementardreiecke, welche aus den Ecken des (n~l )  ton 
Polygones gebildeb werden kSnnen, zusammen 
~) VergL die Abhandlu:g des Verfa~sers: ,,Ueber die angen~herte Dars~eI[ung 
der Zahlen dutch rationale Brfiche" (diese Anna]en Bd. 44, pag. 417). 
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1) aus denjenigen, bet welchen nur Ecken des n t~n Polygones zu~( 
Verwendung kommen und diese bedecken ach Voraussetzung dasn  t' 
Polygon einfach und liickenlos; 
2) aus denjenigen, bei welchen auch Ecken des (n+ 1) re" Polygones, 
die nieht sehon Ecken des n ten Polygones ind, zur Verwendung e- 
langen. Ist C sine solehe Ecke~ so ]iegt dieselbe zwischen zwei auf- 
einanderfolgenden Ecken A und .B des n ten Polygones, mit~ welchen 
zusammen sis ein Elementardreieck CAB bestimm~ (Satz 3). Da nun, 
nach Satz 4, CA und C.B die einzigen Elementarsehnen si d, deren 
ether Endpunkt mi~ C, deren anderer Endpunkt mit; einer andern 
Ecke des (n+l )  re. Polygones zusammenf~illt~, so is~ CAB das einzige 
Elementardreieek, welches C zur einen Ecke hat. 
Die zweite Kategorio yon Elementardreiecken besteht also aus 
Dreiecken, die sich auf gewisse Seiten (A.B) des n t~" Polygones auf- 
setzen. Offenbar entsteht das (n--]-1)to Polygon, indem wir diese 
Dreiecke zum n ten Polygone hinzuffigen, woraus der zu beweisende Sat~z 
hervorgeht. 
Aus dieser Betrachtung folg~ zugleieh der 
Satz 6. Ist in der l~eihe de; Farey'schen Polygons -Pj, P2, . . .  
das _Polygon -P~ alas erste, unter dessert Ecken sich die drei ~Eckpunkte 
A, .B, C irgend sines ~lementardreiecks befinden, so sind diese 2Eck- 
~unkte A, B,  C au/einanderfolgende ~,cken des -polygones -P~. 
Lassen wir die ganze Zahl n fiber alle Grenzen wachsen, so nilhert 
sieh das Polygon -P. immer mehr dem Kreiss K an. Aus dem Satz 5 
ergieb~ sich daher der 
Sa~z 7. Die Gesammtheit a~ler ~lementardreiecke iiberdeckt das 
_rnnere des .Kreises K einfaeh und li~ckenlos. 
Die yon der Gesammtheit aller Elementardreiecke gebildete Figur 
sfimmt im Wesentliehen mit derjenigen tiberein, die in den yon 
Herrn P r ieke  herausgegebenen Vorlesungen Fel ix  K le in ' s  fiber 
elliptische Modalfunctionen*) mitgetheilt wird. Herr K le in  hat diese 
Figur aus der der Theorie der Modulfuncfionen zu Grunde liegenden 
Figur abgeleite~. Umgekehrt kann man die letztere und ihre Eigen- 
schaften aus der ersteren ableiten. 
w  
Geomotrische Darstelhng der bin~ren qnadxatisohon Form~n. 
Wit ordnen nun der bin~ren quadratischen Form 
(1) f ~ (a, b, c) ~- ax 2 -o r 2bxy z r. cy 2 
denjenigen Punkt zu, dessen homogene Coordinaten a : b : c sind. 
*) Leipzig 1890, Bd. I~ S. 239. Vergl. auch die Bdmerlmngen am Sc]alusse 
der vorliegendea Arbeit. 
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Es entsprich~ dann jeder Form sin bestimmter Pankt. Umgekehr~ 
entsprechen irgend einem Punkte (a, b, c) die unendlich vielen Formen 
(2) ~ax~ + 2pbxy  + qcy ~, 
wo Q jeden beliebigea reellen Werth erhalten kann. 
Wenn die Determinants D tier Form (a, b, c): 
(3) 1)  = b ~ - -  ac  
verschwinde~, so k~nnen wir ~ so bestimmen, dass 
(4) a:b :c= 1 : _  ~ :~2 
isL Es entspricht also einer Form rail verschwindender Determinants 
sin Punkt Z des Kreises K. 
Umgekehrt entsprechen nach (2) dem Punkte ~ des Kreises K die 
Formen 
i 
(5) ~x ~ - -  2eZxy  % eZ2y  ~ = e(x--Zy) ~. 
Man zeig~ ferner leieh~, dass sine Form f, dutch einen Punk~ im 
Innern oder ausserhalb des Kreises K geometrisch dargestellt wird, je 
naehdem ihre Determinante /) negativ oder positiv is~. 
Dies vorausgeschickt, betrachten wit sine beliebige ]ineare Trans- 
formation 
(6) (s) = 7x' + ~y'. 
Dutch dieselbe gehl die Form (1) Jn die Form 
(7) fS  -~ f '  ~--- a" x' 2 _}_ 2b'x'y' ~ c'y' ~ 
fiber, we 
a" ~ aa 2 .-}- 2b ,7  --}- c7:, 
(8) b' = a~# + b(~ + #7) + c7~, 
d ~- aft ~ --}- 2bfl~ -Jr- c~ 2 
is~. Es wird demnach dutch die Transformation S jedem Punkte 
(a, b, c) sin bestimmter Punk~ (a', b', c') zugeordnet, und sin Blick 
auf die Gleichungen (8) lehr~, dass die durch diese Zuordnung ver- 
mit~elte Umformung tier Ebene eine Collineation is~. Wir  wollen 
diese, der Transformation S en~sprechende Golliaeation ebenfalls mit 
S bezeichnem Bei der Collineation S geht tier Kreis K in sich fiber. 
In der Tha~ werden die Formen (5)~ welehe dem Punkte ~t des Kreises 
K entspreehen, durch die Transformation S in die Formen 
o[~'  + #y' - ~(r x '+  ~y')]~ = ,o (~-~) ,  (~" ~ - 
fibergefiihrt. Dem P~nkte ~t des Kreises /~" entspricht also vermSge 
der Collineation S der Punkt 4' des Kreises K,  we 
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(9) ~x'+~ 
~'+~ 
ist. Die Peripherie des Kreises K wird also dutch die Collineation 
projectiv auf sigh selber bezogen. Schneider irgend eine Gerade g den 
Kreis K in den Punkten ~t tund ~ und sind ~' und ~t 2' die diesen Punkten 
bezfiglich entsprechenden Punkte, so wird in der Collineation S der 
Geraden g die Verbindungsgerade g' der Punkte ~1' und 4 2' en~sprechen. 
Hiernach leuchtet ein, dass die Collineation S durch die projective 
Beziehung des Kreises K auf sich selber schon vollst~ndig bestimmt 
ist. Und dieser Umstand bringt es mit sich, dass wit die Transfor- 
mationstheorie d r bin~ren quadratischen Formen auf das Studium der 
projectiven Beziehungen des Kreises K auf sieh selber (also auf das 
Studium der Formen mit verschwindender Determinante) werden griinden 
kSnnen. *) 
Durch die projective Beziehung (9) slnd die Coeffieienten a, fl, ?, ~, 
der Transformation S nur ihren Verh~iltnissen ach bestimmt. Wit 
wollen abet zwei Transformationen 
als nicht verschieden ansehen; wenn 
a: f l :7 :~a ' : f l ' : r ' :~"  
ist, nnd diese Festsetzung hat zur Folge, dass die projectivische Be- 
ziehung (9) die Transformation S vollst~ndig bestimm~. 
Ftlgen wir bier noch eine Bemerkung hinzu, die sich auf das 
Vorzeichen der Determinante a 6 - -  ~ ? der Transformation S bezieht ! 
Wenn ~ yon -- co his + ce w~iehst, so wird der Punkt ;t gerade die 
Peripherie des Kreises X beschreiben. Den Sinn, in welchem dies 
geschieh~, wollen wit den 1oositive~ Durchlaufungssinn des Kreises K 
nennen. Wenn nun der Punkt ;t den Kre~s K im positiven Sinne 
durchl~uft, so wird der naeh (9) entspreehende Punkt ~' den Kreis K 
gleichzeitig durchlaufen, und zwar ebenfalls im positiven Sinne, wenn 
a 6 - -  ~? posi~iv ist, dagegen im entgegengesetzten (nega~iven) Sinne, 
wenn u ~ --  ~ y negativist. 
Zur Erleichterung der Ausdrucksweise werden wir tibrigens weiter- 
hin, sofern kein Missverst~ndniss zu beffirchten ist~ sagen ,,der Punkt 
(a, b, c) oder al]gemeiner i gend eine Figur F gehe durch die ]~rans- 
*) In gleicher Weise wird man der Transformationstheorie der cubischen 
Formen die projectivischen Beziehungen einer Raumcurve 3.Ordnung auf sich 
selber u. s. w. zu Grunde legen k~nnen. Vergl. fibrigens die allgemeinen Aus- 
ffihrungen am 8chlusse tier Arbeik 
Ueber die Reduction tier biniiren quadrar Formen. 91 
form ati  o n S in den Punkt (a', b', c')bez, in die Figur F" fiber", wenn 
die Co l l ineat ion  S den Punkt (a, b, c) bez. die Figur F in  den Punk~ 
(a', b', c') bez. die Figur ~ '  tiberflihr~. 
w  
Die ganzzahligon linearen Transformationon der Determinante 1.
Wir verstehen yon jetz~ ab unter einer Transformation S stets 
eine solche, deren Coefficienten a,/~, ?, ~ ganze Zahlen tier Determinante 
8 sind. Durch eine Transformation S gehen die Endpunkte ~, ~ einer 
Elementarsehne ach (9) in die Punkte - ~u + er bez. -- ~v + ~s iiber. 
Die Ietz~eren bilden wieder die Endpunkte iner Elementarsehne; denn 
es ist 
( u-rr) - 
-=  = 4-  1 .  
Somit besteht der 
S a ~z 8. 1)urch eine Transformation S geht jede ~lementarseh~e 
wieder in eine ,Elementarsehne tiber. 
Und hieraus fo]g~ unmittelbar der 
Satz 9. Durch eine Transformation S geht jedes t~lementardreiec7~ 
wieder in ein ,glementardreiec~ tiber. 
An diesen Satz kniipft sich sofort die Frage: Giebt es Trans- 
formationen S, die das Dreieek A in das Dreieek &' fiberfilhren, we 
A mad A' irgend zwei Elementardreieeke b zeiehnen? 
Wir betrachten bier zuniichst den Fall, we A" das Dreieek 0 Ioo  
isk Die Ecken des Dreieeks A seien die Pankte F, if, r, so sind 
drei aufeinanderfolgende Glieder einor Farey'sehen l~ihe (8atz 6). 
Eine Transformation S, welehe A in das Dreieek 01~ fiberffihrt, 
muss nun die Punkte2,  q, r in irgend einer Reihenfolge in die Punkte 
0, 1, oo fiberfiihren. Da aber bei jeder Transformation S der positive 
Durchlaufungssinn des Kreises X wieder in den posi~iven Durch- 
laufungssinn fibergeht, so kommen nur die drei Zuordnungen 
1, r ) ;  1, s  ((~: p '  
in Be~racht. Diesen drei Zuordnungen entsprechend erhal~en wir die 
Transformationen 
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7, ' 7+ ' +~,  - -  ' 
welche das Dreieck A in das Dreleck 01oo iiberfiihren. Da jede 
dieser Transformationen eine andere Ecke des Dreiecks A in den 
Punkf oo iiberffihr~, so kSnnen wit den Satz aussprechen: 
Satz  10. Jedes 1~lementardreieck A Ziisst sich dutch eine einzige 
Transformation S so in das Dreieck 01~ iiberfi~hren, dass eine be- 
stimmte der :gcken des Elementardreiecks in de~ l~unkt ~ iibergeht. 
Den drei Eeken eines Elementardreieeks entsprechend giebt es so 
drei Transformafionen (10), die dasselbe in das Dreieck 01 c~ tibeffithren. 
Sind nun A und A' irgend zwei Elementardreiecke, A' eine der 
drei Transformationen, die A' in das Dreieck 01 ~ iiberf[ihren, und 
bezeichnet A eine Transforma*tion, dutch die A in A' iibergeh~, so is~ 
klar, d ass durch die zusammengesetz~e Transformation AS' das Dreieck 
A in das Dreieck 01oo iibergeh~. Daher ist en~weder SA'~ A 1 oder 
AS'  ~ $2 eder SA '~ S 3. Hieraus folgt, dass es drei Transformafionen, 
n~imlich 
S~ (S')-~, S~ (S')-~, S~ (S') -~ 
giebt, die das Dreieck A in das Dreieck A' iiberfiihren. 
Specialisiren wir den Sa~z 10 auf den Fall, wo das Dreieck A 
mit dem Dreieek 01c~ zusammenf~llt~ also a---~ 1, ~ =-= 0, 7-----0, 
~ 1 is~ so erhalfen wit das Resultat: 
Satz  11. Das ~lementardreied: 01c~ geht dutch die Transfor- 
mationen 
( , ,  (o o), (1~ - (I: 
und nut  durch diese in sich tiber. 
Die diesen Transformationen (l l) entsprechenden Coliineationen 
haben eine einfache geometrisehe B deu~ufig. Offenbar sind dieselben 
diejenigen Drehungen der Ebene um den Mittelpunkt 0 des Kreises/~'~ 
bei welchen das Dreieck 01oo mi~ sich zur Deckung kommt. 
Was die Elementarsehaen a gehl, so wird jede solche Sehne a 
dutch zwei Transformationen A in die Sehno 0 ~ (and dutch ebenso- 
.viele Transformationen i jede andere Elementarsehno) fibergehen. 
Denn die Sehne a is~ Seite yon zwei Elemeniardreiecken und jedes der 
leez~eren l~ss~ sich durch eine einzige Transformation soin das Dreieck 
0 Ice) tlberftthren, dass a in die Seite 0c~ tibergeht. 
Jede Elementarsehne a geht dureh eine eiazige yon der Identitiit 
verschiedene Transformation i  sich tiber, niimlich durch elne der 
drei Transforma~ionen, welche das eine tier beiden tiber o mSgliehen 
Elementardreieeke in das andere iibefftihren. Fiir die Elementarsehne 
0oo insbesondere ist die betreffende Transformation diejenige~ welche 
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also~ wie eine die Punkte 0, 1, oo bez. in oo, -- 1, 0 fiberffihrt, 
leichte Rechnung zeigt, die Transformation 
(o: 
Punkte der Sehne 0~,  die dutch diese Transformation einander 
zugewiesen werden, sind Spiegelpunkte yon einander beztiglich des 
Durchmessers 01. 
w 
Reduction dot quadratisohen Formen mit negativer Detorminanto. 
Jede quadratische Form, deren Determinan~e nega~ivist, wird 
dutch einen Punk~ im Innern des Kreises K darges~ellt. Wir setzen 
nun in Bezug auf diese Formen folgende Definition lest: 
Def in i t ion  4. Eine .Form (a, b, c) yon negativer 1)eterminante 
heisst ,,reducirt'" wenn der ihr ents~rechende _Punkt (a~ b, c) im Intern 
oder auf dem ltande des 1)reiecks 01 c~ liegt. 
Da die Elementardreiecke das Innere des Kreises li: liickenlos 
bedecken, so wird tier einer beliebigen Form nega~iver De~erminanle 
entsprechende Punkt im Innern oder auf dem Rande irgend eines 
Elementardreieeks A liegen. Jede der drei Transformationen B, durch 
die das Dreieck A in das Dreieck 01(x~ iibergeht, fiihrt offenbar die 
betreffende Form in eine redueirte Form fiber. Es gilt daher der 
Sa~z 12. Jede ~orm negativer 1)eterminante ist einer reducirten 
~orm tiquixalent. 
Is~ (a, b, c) eine redueirte Form, deren repr~sen~irender Punkt 
im Innern (nieht auf dem Rande) des Dreiecks 01oo liege, so wird 
dieselbe dureh die und nur dureh die Transformationen B wieder in 
eine reducirie Form fibergehen~ welche das .Dreieok 01oo in sich 
iiberfiihren. 
Unter Riieksich~ auf den Satz 11 fo]'gt hieraus: 
Sa~z 13. 1)ie reducirten _~ormen, deren repr~entirende _Punkte 
im Innern (nicht auf dem _~ande) des 1)reiecks 01co liegen, ordnen 
sich in Triivel unter einander ~uivalenter, wie 
(a,b,c), ( c , - - (b+c) ,a+2b+c) ,  (a+2b+c, - - (a+b) ,a ) .  
Zwei so~che reducirte 2'ormen 6ind nut dann dquivalent, we~m sie dem- 
selben Tripd angeh6ren. 
Die drei Formen eines solehen Tripe]s sind yon einander ver- 
schieden, mit Ausnahme des Falles 
a- - - - - -2b~c,  
in welchem die drei Formen unter einander identisch werden. Der 
94 A. Hu~w~z. 
Repriisentant der Formen, fiir welche a ~ -- 2b ~ c ist, ist der Mittel- 
punkt 0 des Kreises ~'~ was unmittelbar aus der geometrischen Be- 
deutung der Transformationen (11) einleuchtet. 
Is~ (a, b, c) eine reducirte Form, deren Repr~sentant auf einer 
Seite, etwa auf der Seite 0oo des Dreiecks 01 c~ liegt, so geh~ die- 
selbe dutch die Transformationen (11) in ~quivalente Formen fiber, 
deren RepriisenOanten auf den Seiten 0 1 bez. leo liegen. Ferner 
wird die Transformation S die Form (a, 5, c) dann und nut dann in 
eine Form, deren Repriisentant ebenfalls auf der Seite 0c~ liegt, tiber- 
fiihren, wenn die Transformation S die Sehne 0oo lest l~isst, wean 
(0, ] )  
also S en~weder die identisehe oder die Transformation I, 0 is~. 
Aus diesen Bemerkungen ergiebt sich der 
Satz 14. 1)ie reducirten -Formen, deren ~'e2r~sentirende .Punkte 
auf de~ Seite~ des 1)reiecks O1 c~ liegen, gruppiren sich z~ je sechs 
unter einander gquivalenten, wie 
(a, O, c), (c, : c ,  a~-c), (a§ --a, a), 
(c, o, a), (a, -a ,  a§  (a+c, - c ,  c). 
Zwei so~ehe r ducirte Formen sind nur clann g~uivalent~ wenn sie einer 
derartigen Gruppe yon sechs 2'ormen angeh6ren. 
Die sechs Formen sind, wie am einfachsten aus der geometrischen 
Gruppirung der entsprechenden Punkte hervorgeht~ stets yon einander 
verschieden, mit einziger Ausnahme des Falles, we die l~eprilsentanten 
der Formen mit den Mitten der Seiten des Dreiecks 01co zusammen- 
fallen. Dann reduciren sieh die seehs Formen auf nur drei, n~tmlich 
(a, O, a), (a, - -a ,  2a), (~a, - -a ,  a). 
Be~rach~et man a~ b, c als laufende Coordinaten~ so sind die 
Gleichungen der Seiten Ooo, ool,  10 des Dreieeks 01r beztiglieh 
(12) b~O,  a~-b~O,  c~-b~O,  
und hieraus folg~: * 
Satz 15. 1)ie _Form (a, b, e) negativer Ygeterminante ist eine 
reducirte ]Form, wenn die nicht verschwindenden unter den Zahlen 
-- b, a ~ b, e --~ b gleiches Vorzeichen habe~. 
--b ~b a..}-b Die Vorzeiehen der u a-~b' ~-~--~b' ~ sind niimlich 
im Innera des Drelecks 01r constant und ~ndern sich beim Ueber- 
sehreiten der Seiten des Dreieeks. Indem man diese Verh~ltnisse fiir 
den Mittelptmkt O des Kreises K~ dessen Coordina~en 
a:b :c~2:~ l :2  
sind, be~echnel, erkenn~ man, dass die Verhiiltnisse im Innern des 
Dreiecks positiv sind. 
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Die in diesem Paragraphen entwiekelten S~tze enthalten die voll- 
st~ndige Theorie der Reduction quadratiseher Formen yon negativer 
Determinante. Wir f[igen nur noch zwei Bemerkungen hinzu: 
Erstens: Ist irgend eine Form gegeben, so hat man, um dieselbe 
zu reduciren, dasjenige Elementardreieck aufzusuchen, in welches der 
die Form repr~sentirende Punkt f~llt. Wie dieses auf Grund eines 
einfachen Algorithmus geschieht, wollen wit im n~chsten Paragraphen 
zeigen. 
Zweitens: Will man die Definition der reducirten Formen so 
stellen, dass jede Form ausnahmslos ether und nur eiaer redueirten 
Form "~quivalent ist, so erzielt man dies offenbar dadurch, dass man 
eine Form reducir~ nenn~, wenn ihr Repriisentant dem Dreieck 00oo 
angehSrt, wobei nur die stark ausgezeiehnete t ~lfte des Randes des 
Dreiecks zu diesem zu rechnen is~. (Vgk Fig. 1.) 
w  
Algorithmus zur Reduction einer Form yon negativer Determinante. 
Um das Elementardreieck zu bestimmen~ in dessen Innern oder 
auf dessen Rand der Punkt (a, b, c) liegt~ welcher die Form negativer 
Determinante 
(13) f ~= ax 2 -~- 2bxy q- cy 2 
repr~sentirt, suehen wlr in der Reihe der Farey'sehen Polygone 
29o~ 29t, P~, . -"  das erste auf, in welches der Punkt (a, b, c) fiillt. 
Ist 29,, irgend ein Farey'sches Polygon~ so setz~ sieh das Innere des 
Kreises K zusammen aus dem Polygone P~ und den Kreissegmenten, 
die fiber den Seiten des Polygones 29, liegen. Liegt; nun der Punkt 
(a, b, c) ausserhalb (auch nieht auf dem Rande) des Polygones 29~, 
so muss sich derselbe in einem dieser Kreissegmen~e befinden. Sind 
die Punkte/~ und r die Endpunkte der Seite des Polygones P~, welche 
das be~reffende Kreissegment begrenz~, so sollen die Briiehe 2o und r 
ein ,,l~iherungspaar" des Punktes (a, b, c) oder der Form (a, b, c) 
heissen. 
Den Po|ygonen 290,291,292~ . ' ' entsl~ so je ein N~iherungs- 
leant des Punktes (a~ b, c) und zwar so lange, bis wit an ein Polygon 
gelangen, auf dessen Rand oder in dessert Inheres der Punkt (a, b~ c) 
s Wir se~zen voraus, dass die Brfiche p und r in dersellSen Form 
geschrieben werden, in weleher sie als aufeinanderfolgende Gli der der 
Farey'schen Reihe erseheinen. *) Insbesondere ist zu beachten, dass 
*) In jeder Farey'sehen Reihe ist alas ers~e, ~ das letzte Glied; atle 
anderen Glieder werden a18 reducirte Br~iche mi~ posi~ivem Nenner geschrieben. 
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das aus dem Polygone/~o (dem Zweieek 0c~) entnommene l~iiherungs- 
paar 
0 1 ~ 0 
is~, je naehdem der Punk~ (a, b, e) sieh mi~ dem Punkte 1 des 
Kreises K oder mit dem Punk~e - -1  des Kreises K auf derselben 
Seite tier Geraden 0oc befindet. 
Zur Bestimmung der Niiherungspaare ines Punktes (a, b, v) 
dienen folgende Be~raehtungen. Es sei 
& r---~ & (14) v = -;
ein Niiherungspaar. In der ers~en Farey'schen Reihe, in weleher p
und r nicht mehr aufeinandeffolgende Glieder sind, tri~ der Bruch 
(15) q~--- ~ wo ~3-----},n t'}j2, %-~'/ ,"{-92,  
9 r/s 
zwisehen p und r. Lieg~ der Punk~ (a, b, c) im Innern des Dreieeks 
zv~/r oder auf einer der beiden Seiten pq,  qr, so is~ (p, r) das letzte 
fiberhaupt existirende Niiherungspaar. Lieg~ der Punkt (a, b, c) in 
dem yon pq begrenzten Kreissegment, so bilden die Brfiehe p, q, 
liegt er in dem yon qr begrenzten Kreissegment, die Brliche ~, r das 
auf (p, r) folgende Niiherungspaar. Nun gehen dutch die Trans- 
formation 
die Punkte p, q, r in die Punkte 0, 1, co bez. fiber. Dutch dieselbe 
Transformation gehe die Form (a, b, c) in die Form (a', b', c') fiber. 
Dann wird der Punk~ (a', b', c') gerade so zu  dem Dreieek 01oo 
liegen, wie der Punkl (a, b, c) zu dem ,Dreieck pqr .  Es folg~ also: 
1) Liegt der Punk~ (a', b', c') im Dreieek 01~ oder auf einer 
der Seiten 01, 1 c~, was der Fall ist, w enn die Quotienten 
b" b" 
beide negativ sind oder einer yon ihnen unendlich is~, so ist p, r das 
Ie~zte exis~irende Nilherungspaar. Zugleich geht die Form (a, b, c) 
dutch die Transformation S in die redueirte Form (a', b', c') fiber. 
2) Liegl der Punk~ (a', b', c') in dem yon 01 begrenzten Kreis- 
b '  segment, was der Fall is~, wenn ~ positivist, so ist (p, q) das 
auf (p, r) folgende Niiherungspaar. 
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3) Liegt der Punkt (a', b', c') in dem yon 1 ~ begrenzten Kreis- 
b" segment, was der Fall ist, wenn ~ positivist, so ist (q, r) das 
auf (p, r) folgende NKherungspaar. 
Was die Werthe yon a', b', c', a'.-]-b', c'-4-b" angeht, so erhiilt 
man dieselben auf folgende Weise: Man seize 
(17) f~ = a~ ~ + 2b~ + c,l~ , f~ ~ a~ ~ + b(~,l~-{-~ ,li) -}- c~l~l~ 
(i, ~ = 1, 2, 3) 
und stelle diese Werihe mit r und 2o in dieser Folge zusammen: 
(18) r = ~' $* ,q, = _,,, f i ,  f , : ,  
Es bestehen dann die Gleichungen: 
so dass man dutch einfache Additionen die Werthe fls~ f2a, /aaus  
fl, f12, f~ erh~ilt. Da nun offenbar 
a" =-  b' fl , c '  --- 
ist, so hat man 
a' .-[- b' = fl~, c' --~ b~ ---- f~3. 
Es is~ daher p, r das leizte N~herungspaar (und (a, b, c) geht 
dutch (~: ~: ) in  die reducirte Form (ft, fi~, f~)f iber) ,  ~ wenn die 
Werthe fl'a, f23 en~egengesetztes Zeichen haben, wie /J2, oder wenn 
einer dieser Werthe verschwindet. Andernfalls folgt auf das Paar 
~l $" das Paar $~ ~ oder das Paar ~A ~ je nachdem f12 und f~ 
oder f~ und f:~ gleiche Zeichen haben. 
Ausgehend yon dem ersten Niiherungspaar 
be, z. 
~'1 i ~0 dem die Werthe f l~- -a ,  f12~ b, f2~ c, 
o --1 dem die Werthe fl ~ c, f l2--~--b, f2 -~a 
1 ~ 0 
entsprechen, kann man hiernach successive alle N~iherungspaare durch 
einfache Additionen finden und erhiUt mit dem letzten N~iherungs- 
l~aare ine Transformation2 welche die Form (a, b~ c) in eine reducirte 
iibeffiihrt. Was das erste N~herungspaar angeht~ so iw dasselbe o -- 1 1 ~ 0 
b b beide positiv sind oder nicht. oder o 1-, o, je nachdem a 4- b' r 4- b 
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Beispiel  1. 
Die Form (78, --53, 37) zu reduciren. 
Man erh~i~ folgende Tabelle: 
r p 
i -0- 
1 ! 
78 -- 53 
9 ~ 16 
5 
~ 37 
- -7  114 
98 
f 
~ 16 
7 
s 
9 
14 
9 
/1  1 \  
Die gegebene Form geht also durch die Transformation ~{ ~) 
in die reducirte Form (9, - -7 ,  14) fiber. 
Beispiel  2. 
Die Form (41, 35, 30) zu reduciren. 
Man erh~ilt in diesem Falle folgende Tabelle: 
0 --I 30 --35 41 5 6 1 
0 --1 30 - -5  1 25 - -4  21 
-2- 
- -~  -----7__ 21 4 1 17 - -3  14 
2 1 
______~ --__~1 14 3 1 11 - -2  9 
3 1 / 
4 - -  9 2 1 7 . - - .  6 
5 
Die gegebene Form geh~ also durch die Transformation ( - -~  - - I )  
in die reducirte Form (6~ --1~ 1) fiber. 
Die dem le~zten N~herungspaare entsprechenden Wer~he fl, fl~, 
f2, fla~ f~, f~ liefern tibrigens, wie aus den S~i~zen 13 und 14 folg$, 
unmi~telbar lle ~edueirten Formen, denen die ursprfinglich gegebene 
Form (a, b, c) ~quivalen~ ist. Diese reducir~en Formen sind n~mlich 
(fl, f12~ f2), (f2, "7-/~3, f~), (f~, --f1~, fJ), zu denen noeh die dureh 
Ueber die Reduction der bin~,ren quadratischen Formen. 99 
Vertausehung der ~iusseren Coefficienten entstehenden Formen hlnzu- 
treten, falls eine der drei Zahlen f12, fl3, f23 versehwinde& So sind 
z.B. die der Form (78 , -  53, 37) Rquivalenten reducirten Formen die 
fo|genden: 
(9, - -7 ,  14) (14, - -7 ,  9) (9, - -2 ,  9), 
und die der Form (41,35, 30) ttquivalenten redueirten Formen lauten: 
(6, - -1 ,  1), (1, 0, 5), (5, - -5 ,  6), 
(1, - -1,  6), (5, 0, 1), (6, - -5,  5). 
w 
Reduction der quadratisehon Formen mit positiver Determinante. 
Eine Form (a, b, c), deren Determinante D ~--b 2~ ac posRiv 
is~, wird durch einen Punkt ausserhalb des Kreises K repr~isentir%. 
Wit wolten indessen, da sich dieses als zweckm'iissig erweist, an Stelle 
dieses Punktes seine Polare in Bezug auf den Kreis K als Repr~sen- 
tauten der Form betrachten. 
Die Gleichung dieser Polare lautet 
(20) az  - -  2by  + cx ~ O, 
wo x, y, z die laufenden Coordinaten bezeichnen. Die Parameter der 
Durchsehnittspunkte der Geraden (20) mit dem Kreise K sind die 
Wurzeln der Gleiehung 
(21) + 2bX + c = o 
und haben also die Werthe: 
(22) ;~1 ~ --  b +VDa , ;~2 "-~ -- b -V~a 
Das Zeiehen / /~  soll bier den positiven Werth der Quadratwurzel 
bedeuten und die Wurzel ;t I mSge als die ,,erste", die Wurzel X2 als 
die ,,zweRe" Wurzel der Form (a, b, c) bezeiehnet werden. 
Geh~ die Form (a, b, c) dareh eine Transformation ~tin die Form 
(a', b', c') fiber, so geht bei der entsprechenden Oollineation S die 
Gerade ~li~, welche die Form (a, b, c) repr~sentirt, in die Gerade 
~l';t~' fiber, welehe die Form (a', b', c') reprgsentir~. Und zwar zeigt 
eine kurze Rechnung*), dass sich die ersten Wurzeln und die zweiten 
Wurzeln en~sprechen: d. h. dass bei der Collineation S der Punkt ;t l
des Kreises K in den Punkt ~tl' ,der  Punk~ ;t 2 in den Punk~ ;t~" 
tibergeht. 
*) Vgl. Dirichle~, Vorlesungen fiber Zahlentheorie, herausgegeben yo  
R. Dedekind, 4. Auflage, (Braunschweig 1894) 4. Abschnitt~ w73. 
7* 
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Wit bemerken oeh, dass wir, um triviale Ausnahmen zu ver- 
meiden, nur Formen betraehten wollen, deren Wurzeln ;{1, 42 irra- 
tional shad. 
Dies vorausgesehickt, deiiniren wir die redueirten Formen so: 
Def in i t ion  5. Eine .Form (a, b, c) vo~ positi~er .Determinante 
heisst reducirt, wenn ihre erste Wurzd 41 2)ositiv~ ihre zweite Wurzel 42 
negativ ist. 
Fiir eine reducirte Form liegen die Punkte ~l und 4~ des Kreises K 
auf versehiedenen Seiten der Elementarsehne 0~,  n~mlieh 4~ auf der- 
jenigen Seite~ auf welcher der Punkt ~ 1 und 42 auf derjeaigen Seite, 
auf weleher der Punkt - -  1 liegt. Die der Form entsprechende G rade 
itl~t 2 schneider also die Elementarsehne 0~.  
Aus den Gleiehungen 
41 _ 42 2~/D c 
- - -5 - '  42) '2  ~--- - 
liesl man unmittelbar den Satz ab: 
Satz 16. ~ine ]Form (a, b, c) yon positiver 1)eterminante ist 
dann und nut dann reducirt~ wenn ihr erster Coefficient a posi~iv, ihr 
letzter Coefficient c negativ ist. 
Bezeichnet jetzt (a, b, c) ehae beliebige Form positSver Deter- 
minante und ist lot eine Elementarsehne, weIehe die der Form ent- 
spreehende Gerade 4142 trifft~ so giebt es zwei Transformationen ~,
welehe pr in die Elementarsehne 0co fiberffihren. Offenbar geht 
dureh die eine dieser beiden Transformationen die Form (a, b, c) in 
eine redueirte Form fiber. Da abet die Gerade 4~ ~ nothwendlg e- 
wisse Elementardreieeke durchsehneidet (denn diese erfiillen das Innere 
des Kreises K ltiekenlos)~ so giebt es stets auch Elementarsehnen pr, 
welche die Gerade 41Z~ treffen. Es folgt ulso: 
Satz  17. Jede .Form (a, b, c) positiver 1)eterminante ist einer 
redueirten _Form tiquival, ent. Und zwar ents]pricht jeder J~lementarsehne, 
wdche die die .Form repriisentirende Gerade ~1 ~2 tri~tj eine ganz be- 
stimmte Transformation S, welehe die .Form in eine redueirte .Form 
gberfiihrt. 
Bezeichnen wit mit 
(23) p ~ ~ r ~ ~ 
die Parameler der Endpunkte ether ~1 ~2 treffenden Elementarsehne, 
so class SA ~ zwei aufeinander folgende Glieder einer Farey'schea 
Reihe sind: so werden 
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die beiden Transformationen sein, die 1or in die Elementarsehne 0co 
iiberfiihren. Wenn wit ferner fiir die Form positiver Determinante 
(25) f=  ax ~ + 2bxy + cy ~ 
dieselben Bezeichnungen beibehalten, die wit in w 5 durch die 
Gleiehungen (17) ftir Formen negativer Determinante eingefiihrt haben, 
so geht die Form (a, b, c) dutch die Transformationen (24) in die 
Formen (f~, f,~, f~) bez. (f~, - - f~ ,  f~) tiber. Von diesen beiden 
Formen ist die ers~e oder die zweite reducirt/ je nachdem yon den 
beiden Zahlen f~,f~ die erste oder die zweite positiv ist. 
Es is~ nun zweckm~issig, fblgende Festsetzung zu treffen: 
Def in i t ion  6. Ist (A, t~, C) eine ~'orm positiver .Determinante, 
deren ~iussere Coefficienten A, C entgegengesetzte Vorzeichen haben, so 
soll (A, 1~, C)q die _Form (A, B, C) oder die _Form (C, --.B, A) 
bedeuten, je nachdem A oder C ~ositiv ist. 
Wir kSnnen dann folgenden Satz aussprechen: 
Satz  18. Die der ~'orm (25) iiquiva~cnte r ducirte 2'orm, welche 
der dutch die Parameter (23) bestimmten l~lementarsehne entspricht, ist 
die _Form (f~, f,:, f~)e' 1)ie entsprechende Transformation ist die 
Transformation S, oder S~, je nachdem [~ oder f~ $ositiv ist. 
w 
Die Kotton reducirter Form~n. 
Wir wollen nun zun~ichst die Gesammtheit der Elemen~arsehnen 
n~iher betrachten, welche .die einer Form (a, b, c) positiver Deter- 
minante entsprechende Gerade ~t~ t 2 treffen. Zu dem Ende sei 
irgend ein Elementardreieck, welches yon der Geraden ~tj ~t 2 durch- 
schnitten wird; ~ und 6" seien die Seiten des Dreiecks A, welche 
yon der Geraden ~t~ 2 getroffen werden. Und zwar m5ge ein Punkt~ 
der die Gerade ~tl~t 2 in der Richtung yon ~t 2nach ~1 durchl~uft, darch 
die Sei~e ~ in das Dreieck A eintreten, durch die Seite ~' austreten. 
Die beiden Seiten ~ und ~' sind Elementarsehnen, welcho die Gerade 
~tt~ 2 treffen. Wit wollen dieselben als ,Nachbarsehnen" (beziiglich 
der Form (a~ b, c)) bezeichnen und des ~heren  a' die ,rechte" 
I~achbarsehne yon a und a die ,,linke" Nachbarsehne yon ~' nennen. 
Da jede Elementarsehne S i~e yon zwei Elementardreiecken is~, die 
zu verschiedenen Seiten der Elementarsehne li gen~ so folg~ sofort: 
Satz  19. ,7ede die Gerade ~1~2 treffende ~gtementarsehne besit~t 
eine einzige rechte und eine einzige tinge ~achb~rsehne. 
Indem wir jetzt mi~ a o irgend eine Elementarsehne b zeichnen, 
welche die Gerade ~l~t~ trifle, kSnnen wir, yon ao ausgehend, eine 
nach rechts and links unbegrenz~e R ihe yon Elementarsehnen 
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(26) . . . ,  ~-~, z_:, ~o, ~,  ~,  " '"  
bilden~ yon denea jede die Gerade XI~L ~ trifft und die rechte Nachbar- 
sehne der vorhergehenden u d die linke Nachbarsehne der folgenden 
~",~~ 
:Fig. 4. 
ist.*) Da die Stiicke der Geraden Xis 
die yon aufeinander folgenden Sehnen 
der Reihe (26) abgeschnitten werden, 
sich aneinander legend die ganze Gerade 
2i ~t2 ausftillen, so is~ klar, dass jede 
~i2~ treffende Elementarsehne in der 
Reihe (26) ihren Platz finder. Jeder 
einzelnen Elemeniarsehne a~ entsprich~ 
nun eine bestimmte Transformation S~, 
welche die Form (a, b, c) in eine redu- 
eirte Form c?~ iiberfiihr~. Der Reihe (26) 
entsprechend erhalten wir also eine Reihe 
yon Transformationen 
(27) . . . ,  S_~, S_:, go, BI, 8~ . . . .  , 
die', auf die Form f angewand~ die Reihe der f ~iquivalenten reducirten 
~ormen 
(28) . . .  ~-~, ~-1, CPo, ~,, ~%, . . .  
ergeben. 
Def in i t ion  7. ;Die -Formenreihe (28) so~l die zur Form f ge. 
h6rige ,Kette reducirter Formen" heissen. 
Man heaehte~ dass durch die Form f die zugehSrige Kette nur 
in Bezug auf die Aufeinanderfo~ge ihrer Glieder bestimmt isL Die- 
jenige Elementarsehne n~imlieh, die wit mi~ ~0 bezeichneten~ haben 
wir willkiirlieh aus der Gesamm~heit derjenigen, welche die Gerade 
Xilt 2 Creffen~ ausgew~hlt. H i~en wit nun diejenige Elementarsehne 
mifi ~0 bezeichnet, die in der Reihe (26) den Index n tr~igt, so ist 
klar~ dass wir an Stelle der Kedge (28) die folgende 
(28 ' )  . - .  r q), , -1,  cp,~, ~P,,+I, ~,,+~, . . .  
erhal~en h:itten, die aus der Kette (28) durch eine Verschiebung aller 
Glieder hervorgeht. 
Wir werden nun die Ke?;te (28') als nich?~ verschieden yon der 
Kette (28) ansehen, also zwei Ketten als iden~iseh betraehten~ wenn 
die eine aus der anderen durch eine blosse Verschiebung der Glieder 
hervorgeht. Dana leuehtel ein, dass durch eine Form f die zugehSrige 
Kette redueirter Formea vollst:indig bestimmt ist. 
Wir beweisen un den folgenden Satz, weleher die Theorie der 
Reduction quadratiseher Formen yon posifiver Determinante zum Ab- 
schluss bringt: 
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S at  z 20. Zwei 2"ormen yon positiver Determinante sind stets und 
nut dann ~iquivalent, wenn zu der einen Form dieselbe Kette reducirter 
.Formen geh6rt, wie zu der anderen Form. 
Es set f irgend eine Form positiver Determinante, die durch die 
Transformation S in die Form f' fibergehe, so dass 
(29) fS  = f '  
is~. Die zu der Form f" gehSrigen Reihen yon Elementarsehnen, 
Transformationen u d reducirten Formen mSgen beziiglich mit 
(30) . . . . .  9 . 9 0" - -2~ 0" - -1~ 0"0~ O '1 ,  62~ ' " " 
(31) . . .  S'-2, S ' l ,  So, S1, $2, 9 . .  
(32) . . .  cp2~, r ~o', r ~~ ' ' .  
bezeichnet werden. Da nun dutch die Transformation S die Gerade 
ZlZ:, we]che die Form f repr~sentirt, in die Gerade ,ll';t z' fibergeht, 
die die Form f" repr~sentir~, so wird die Reihe der Elemen~arsehnen 
(26) durch die Transformation g in die Reihe der Elementarsehnen (30) 
fibergehen. Nehmen wir an, (lass a o in a~ fibergeh~, so wird ai~ in 
a,,LF1 , a S in 0`~'+~ u. s. w., allgemein 
0`, in 0";~ (i - -  o, +_ i ,  + ~, . . . )  
iibergehen. Die Transformation S-~S~ fiihrt die Sehne a~+, in die 
Elementarsehne 0oo]iiber, und man schliesst daraus sofort, dass 
(33) B~+,~S-~S~,  und S=B~(S;+,) -~ ( i=O,  --~-1, -4- 2, . . . )  
ist. Nun geht die Form ~+/  dutch die Transformation S~'_~ aus der 
Form f '  hervor. Es ist also 
r = f '  S;'+, -~ fB .  S - '  S, --- fS ,  = ~, (i = O, -F i ,  -F 2 ,  . . . ) .  
Damit sind wit zu folgendem Resultate gelang~: 
S, .tz 2l. Geht die Form f dutch die Transformation S in f" tiber 
und sind (28) und (32) die zu den ~'ormen f und f" geh6rigen Ketten 
reducirter 17'ormen, sowie (27) und (31) die bez. entswechender~ J eihen 
yon Transformationen, so ist, fiir jeden Index i, 
(34) ~ = ~,, a -~ s , (~+, ) - ' ,  
unter n eine feste ganze Zaht verstanden. 
Die Zahl n ist, nach Fixirung der Ketten (28), (32), durch die 
Transformatmn S eindeutig bestimm~. Denn aus 
a----  s , (z~+,)  - i  = a,(a,i+,)-* folg~ s'+~ = ~,~+, 
und daher n-~-m, weft die Transformationen (31) s~mmtlich yon 
einander verschieden sind, da jede eine andere Etementarsehne in die 
Sehne 0oo iiberftihrt. 
Betraehten wit jetz~ irgend zwei Formen fund  f '  yon positiver 
Determinante, und nehmen wir an, dass die zu ihnen gehSrenden 
Ketten (28) bez. (32) irgend ein Glied gemeinsam haben, class etwa 
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9~o ~ 9~ 
sei, so folgt, aus 
fSo ~ ~o, f'S:, = ~(,, 
dass f durch die Transformation 
in f '  tibergeht. Der Satz 21 l~isst sich hiernach so umkehren: 
Satz 22. Wenn die zu zwei 2'ormen fund  f' geh6renden Ketten 
(28) bez. (32) irgend ein Glied gemeinsam haben, wenn etwa q~o ~ ep~ 
ist, so geht die Term f dutch die Transformation ' 1 So(S,)- = g i~ 
die Form f" tiber. Zugleich ist dann (nach Satz 21) fiir jeden Index i 
t f - -1  qoi~cp,+i und S ~ St (S ,+ i )  . 
Aus den SKtzen 21 and 22 geh~ der Satz 20 unmit~elbar ls Corollar 
hervor. 
w 
Transformation ether Form positivor Detorminanto in slob. 
Wenden wir die SKtze 21 und 22 auf den Fall an, we die Form f '  
mit der Form f identisch ist, so erhalten wir folgende Methode zur 
Bestimmung aller Transformationen S, welche die beliebige Form ] 
positiver Determinante in sich iiberfiihren. 
Man nehme aus der zu f gehSrigen Kette redueirter Formen (28) 
irgend eine Form, etwa To and suche alle Formen der Keite, die mi~ 
r iden%isch sind. Ist cp~ eine solehe Form, also r = ~o, so is~ 
S == SoS~ -1 eiae f in sich selbst [iberfiihrende Transformation. Zu- 
g]eieh isg dann f~ir jeden Index i die Form r mi~ q0~ identiseh. 
Bezeiehnet also ]nl den numerischen Werth yon n, so besteht die 
Ketie (28) aus tier periodischen Wiederholung der In[ Formen 
r 99J~ (P~, "" -  r 
Dutch bekannte infaehe Schltisse folger~ man hieraus: 
S atz 23. -Die l~orm f besitzt stets and nut dann Transformationen 
in sich, die yon tier identisehen Transformation verschieden sind, wenn 
in der zu f geh6rende~ Kette (28) reducirter Formen ein and dieselbe 
.Form mehrfach auftritt. Ist dann in der l~eihe ~0, ~,  q~2, . . .  die 
.Form q~ die erste, welche mit qv o identisch ist, so besteht die ~Kette (28) 
aus der ~eriodischen WievTerhoZung der m 2'ormen 
.Die Transformation S ~ SoS~ 1 fiihrt f in sich tiber and jede andere 
Transformation, die ebenfalls f in sich iiberfiihrt, ist eine Potenz tier 
Transformation S. 
Dieser Satz finder unmitr Anwendung auf den Fall, we die 
Coeffieienten a~ b, c der Form f ganze Zahlen sind. Denn ftir eine 
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reducirte Form (A, B, C) der Determinante B ~ ~ AC..-~. b ~ ~ ac =1)  
ist der Coefficient A positiv, der Coefficient C negativ. Es gieb~ 
also, da 
B2 -{- A .  ( - -  C)..-~ D 
sein muss, nut eine endliche Anzahl solcher reducirter Formen, und 
in der zu f gehSrenden Kette (28) muss also nothwendig ein- und 
dieselbe Form mehrfach auftreten. Jede ganzzahlige Form positiver 
Determinante besitzt also yon der Identitiit vesschiedene Transforma- 
tionen in sich, die auf Grund des Satzes (23) bestimmt werden kiinnen. 
Umgekehrt zeigt man leicht, dass jede Form, die eine Transformation 
in sich besitzt, eine ganzzahlige Form ist~ oder doch in eine solche 
dutch Division mit einem ihren Coefficienten eventuell gemeinsamen 
Factor iibergeht.*) 
w  
Algorithmus zur Reduction ether Form yon positiver Determinante. 
Es sei 
(35) f=  ax 2 ~ 2bxy  ~ cy 2 
irgend eine Form positiver Determinante, ~t~ und ~t 2 ihre beiden 
Wurzeln. Wir entnehmen aus jeder Farey'schen Reihe (mit der 
, nullten" beginnend) die beiden aufeinander folgenden Glieder, zwischen 
welchen ~t 1liegh huf diese Weise erhaltea wit die Paare yon N~iherungs- 
briichen tier Wurzel ~t~, die wir mit 
(36) ~0, ~1, ~2, ., ~,- I ,  ~(i), _m 9 9 ~b~J r  I :, 9 . . 
bezeichnen.**) Indem wir annehmen, dass das Paar _(1) ~ aus der ersten 
Farey'schen Reihe stammt, welehe ein zwisehen die beiden Wurzeln 
it 1 und it 2 fallendes Glied enthiilt, werden die aus den vorhergehenden 
Reihen stammenden Paare zugleich NEherungspaare der Wurzel 2 z 
sein. Die Reihe der Niiherungspaare der Wurzel it 2 bezeichnen wir mit 
_(2} _(2) 
(37) ~o, ~1, ~2, 9 9 ", Z~-I, ~ , ,~+1, . . . .  
Jedes in den Reihen (36) und (37) auftretende Paar besteh~ aus 
zwei Brtichen 
(38) P = n-;' ~ '  
*) Vgl. Dirichlet, Yorlesungen fiber Zahlentheorie, Abschnitt IV, wo sigh 
die hierhergeh~rige Littera~ur (pag, 200) finder. Vgl, auch die weiter unten 
erw~hnten Stellen in Klein-Fricke's Vorlesungen fiber elliptische Modul- 
functionen. 
"*) Man sehe die oben citirte Abhandlung des Verfassers fiber die angen~herte 
Darstellung der Zahlen durch rationale Brfiche. 
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die zwei aufeinander folgende Glieder einer Farey'schen l~eihe bilden. 
Indem wit 
Ss 
(39) 63=6,  n u62, ~/3=~h-{-~/2, q-----7-; 
setzen und die Bezeichnungen yon w 5 beibehalten~ ordnen wir den 
Brtichen 
die Zahlen 
(40) f,, f,2, h ,  f~3, /~3, 5 
zu, yon denen die drei letzten aus den drei ers~en sich vermSge der 
Gleichungen 
(41) f~=f1+f12, f23----f2+/,~, fa=f,3-~f23 
ableiten lassen. 
Wir wollen nun zun~chs~ zeigen, wie man aus irgend einem Paare 
(38) der Reihen (36) und (37) das n~chstfolgende Paar der betreffenden 
Reihe fiaden kann, welches entweder das Paar 10~ oder das Paar qr 
sein wird. 
Die Pnnkte p, q, r des Kreises K gehen durch die Transformation 
bez. fiber. Dutch dieselbe Trans- 
formation geht die Form f in die Form 
f i x  2 -{- 2 f l~xY "t- f2Y ~, 
also die Punkte ;t 1 und ~2 in die Punkte ;~L' bez. ~2' fiber, wo ~tl' ~ X~' 
die Wurzeln der Gleichung 
(42) z '2 + 2f 2z' + f2 = o 
bezeichnen. Die nothwendige and hinreichende Bedingung dafiir, dass 
das Paar (1o, r) sieh unter den Paaren ~0, g~, 9 . .  g,-~ finder, ist 
nun die, dass die Punk~e itt und g~ beide zwischen 10 and r, d.h.  
auf dem Bogen ~o~/r des Kreises K liegen, also ~t' und 2e' auf dem 
Bogen 01c~. Diese Bedingung ist damig gleichbedeutend, ass ~tt' 
und its' posigiv sind, oder, was off'enbar auf dasselbe hinauskommt~ 
dass f~ und f~ anter einander gleiches, abet entgegengesetztes Vor- 
zeichen wie f~ besitzen. 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass das 
Paar (~ r) sich unter den iibrigen Paaren der Reihen (36) und (37) 
findet ist die, dass 1o und r die ~unkte it~ und it: trennen, dass also 
die Elemen~arsehne lot die Gerade ~ trifft. Diese Bedingung is~ 
damit gleichbedeu~ead, dass ~" und it~ enigegengesetz~es Vorzeichen 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass f~ und f~ entgegengesetztes 
Vorzeichen besiizen, ttieraus schliessen wit: 
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1) Ist (p, r) eines tier ersWa n Paare, die den Reihea (36) and 
(37) gemeinsam sind, so dass ft und f2 dasselbe, abet entgegengesetzbs 
Vorzeiehen wie f12 habea, so unbrscheiden wit zwei Fille: 
a) f3 hat dasselbe Vorzeichen wie f~ und f~. Dana folg~ auf 
das Paar (p, r) in beiden Reihen das Paar (p, q), wenn f23 
das Vorzeichen yon fl2 hat, dagegen das Paar (q, r), wena 
f13 das Vorzeichea yon ~ hat. 
b) fa hat entgegengesetzbs Vorzeichen wie fl und f~. Dana 
ist (iv, r) das letzte gemeinsame Paar g.-1 undes folgt 
auf dieses Paar das Paar (q, r) in derjenigen Reihe, welche 
tier grSsserea tier .Wurzela ;tl, ~2 enbpricht, dagegen das 
Paar (p~q) in der der kleineren Wurzel entsprechendea Reihe. 
Aus der Gleichuag s - -  s 2YJU folgt beil~iufig dass s 
oder s die grBssere Wurzel isl, je nachdem a positiv oder 
negutiv ist. 
2) Ist (p, r) irgend eia anderes Paar aus den Reihen (36) und 
(37), so siad fi uad f~ yon entgegengesetzbm Zeichen. Es folgt dann 
auf das Paar (p, r) in der betreffenden Reihe das Paar (p, ~), wena 
fa und f~, dagegen das Paar (~/, r), wenn fi uud f3 entgegengesetztes 
Zeichen haben. 
Hiernach kana man, ausgehend yon dem ersten Paare, successive 
ulle Paare der Reihen (36) und (37), sowie die jedem Paare zugeord- 
ne~en Zahlen (40) leiehl beslimmen. Dami~ is~ dana abet auch die 
Reduction der Form f vollstindig durchgefiihr~. Denn ist (~o, r) irgend 
eines der Paare 
~ )  _(1) . ~(~) (~) 
~$n-{--I;, 9 .~ n ~ ~n-~l ,  9 * 9 
so trifft die entsprechende Elementarsehne 10r die Gerade s und 
dieser Element.arsehne enbpricht die f i~quivalenb reducirte Form 
(fl, fl~, f2)q. (Vgl. Satz 18.) Die Elementarsehaen, welche den Paaren 
 9  :rt, n -~ l~ ~t ~ :1~n~{-l~ . . -  
enbprechen, stimmen aber offenbar mit der Reihe der Elementarsehnen 
(26) iiberein', so dass man nnmitte~bar die gauze Kette reducirbr Formen 
ethYlS, die zu f gehSr~. Dabei ist nut zu beachten, dabs ftir den Fall 
, i-~-0, ia welchem die beiden Reihen (3~) und (37) keine gemeia- 
samen Anfangsglieder haben, den beiden Paaren x(o ~} und ~r(o ~), yon 
denen das eine aas den Brtichen o i, o l '  das andere uus den Briichen 
o, 1 besteh~, dieselbe Elementarsehne 0c~ entspricht. 
Ein paar Beispiele m5gen den Algorithmus zur Bestimmung der 
Reihen (36) und (37), nebs~ den jedem Paare der Reihen zugeordnebn 
Zahlen (40) ertilutern. 
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Die Charakteristiken quadratischer I rationalit~ten. 
Auf Grund der Betrachtungen des vorigen Paragraphen ist es 
]eich~ die Gharakteristiken der Wurzeln ~t 1 und ~ einer quadratischen 
Form (35) zu bes~immen*). Wir nehmen der Einfachheit halber an, 
dass der erste Coefficient a der Form f posRiv seL Dann sind die den 
Paaren ~o, ~l, -  9  ~--,  en*sprechenden Zahlen f12 negativ. Die 
Zahlen fl~ welche den Paaren ~)  ~(1) . en~sprechen, sind posRiv, 
'~ ml -~- l '  ~ " ' 
diejenigen, welche den Paaren =(2), ~(.~)+i, 9 9 9 entsprechen~ nega~iv. 
Von den beiden Wurzeln ~t~, ~t 2 is~ ferner die erste die grSssere. 
Es sei nun (p~ r) irgend ein Paar, welches in einer der Reihen 
(36), (37) auftritt. Dann is~ das folgende Paar (1o, q) oder das Paar 
(q, r), je nachdem q grSsser oder kleiner ist als X i bez. ~2. Im ersten 
Falle entsprich~ dem Bruche q das Vorzeichen -}-, im zweiten Falle 
das Vorzeichen -- in der Charakteristik yon ~t 1 bez. ~ .  Aus den 
Gesetzen, nach welchen aus dem Paare (p, r) das folgende Paar ge- 
funden wird, geht nun hervor: 
1) Is~ (1o, r) eines der Paare Xo, z l , . - . ,  ~n-2, so tritt der erste 
oder der zweite Fall ein, je naehdem f~ posRiv oder negativ ist. 
2) Is~ (10, r) das Paar z~_~, so tritt der erste oder der zwei~e 
Fall ein, je nachdem es sich "am die Reihe (37), welche der zweiten 
Wurzel X~, oder um die Reihe (36) handelt, welche der ersten Wurzel 
~ entsprieh~. 
3) Is~ (~0, r) eines der Paare x~), z(~_,, . . . ,  so ~rRt der erste oder 
der zweRe Fall ein, je nachdem f~ posRiv oder negativ is~. 
4) Is~ (/~, r) ~ines der Paare x~), ~(~)+~,..., so trit~ der erste oder 
der zweite Fall ein, je naehdem f~ nega~iv oder positiv ist. 
Bezeichnen daher ~o, et~ . . . ,  e~_~ die Vorzeiehen der Zahlen f,.~, 
die den Paaren ~o~ zl, - . - ,  ~-~ beztiglich entsprechen, ferner ~ 
bez. - -~)  das Vorzeichen der Zahl f~, die dem Paare ~)  bez. ~ 
entsprich~, so is~ 
. . . .  ~(%(~) ~ 9 (~=- )  (43) ~o~ 9 e~_~ . ~+  . .  
die Charakteristik yon Jt~ und 
(44) . . eo~ . . . e._~ ~(~)e(~),, -+  %+~(~)... (~_____~) 
die Charak~eristik yon ~2, wobei die beiden ersten Glieder in jeder 
Charakteris~ik dutch Punkte angedeutet sinai. Was diese belden ersten 
*) Ffir diesen Paragraphen sehe man wieder die Abhandlung des Verfassers 
,,tiber die angen~he~te Darstellung der Zahlen dutch rationale Br~iche". 
Ueber die Reduction der bini~ren quadratischen Formen. 111 
(]lieder angeh~, so sind dieselben fiir den Fall, dass gemeinsame Paare 
nichi auf~reten, also n ~ 0 is~, e~ fib die Charakteristik yon ~t~ und 
~e {fir die Charakbristik yon Z 2. 
Treten gemeinsame Paare go, z~, . . .  auf, so sind die beiden 
ersten Glieder in beiden Charakteristiken e~ oder ~e, je nachdem z~ o 
1 0 oder aus den Briichen ~, -5- besteht. Dabei aus den Briichen o' 
bedeutet ~ das u -]-, ~ das Vorzeichen - - .  
Beisloielsweise sind die Charakteristiken der ersten und zweiten 
Wurzel der Form (62, --95, 145) beztiglich 
e~/~e ~ ~ys~/~/~e~y . . . .  ~e~a~V~ e:~ ~ . . . ,  
Fiir die Wurzeln der Form (7, - -4 ,  - -3 )  lauten die Charakbristiken 
bezitglich 
Handel~ es sich, wie in diesen Beispielen, um eine Form mit 
ganzzahligen Coefficienten, so bilden die den Paaren ~(1), ~ , , . . .  
und ebenso die den Paaren ~)  ~(2)  entsprechenden Zahlen f3 
' ~-F I  ~ * " " 
eine periodische Roihe, und die Charakbristiken yon Z tund ~2 werden 
daher periodisch. 
Um die hierbei stattfindenden Umstiinde niiher zu bestimmen, be- 
trachbn wit zuerst den Fall, we gemeinsame Paare n0, g t , . .  9 nicht 
auftreten. Dieser Fall, der durch das zweite Beispiel er l iubrt  wird, 
finder stat~, wenn die Form f eine reducirte Form ist. JedeIn Zahlenpaar 
(p, r), welches in der Reihe (36) oder (37) auftritt, entspricht die 
reducirb Form (fl, ft2, f2)e, und der dem Zahlenpaare nbprechende 
Werth yon f~ is~ gleich fJ3 -[- f~3 ~ fl -[- 253 -[- f2. 
Indem wir annehmen, dass die Formenperiode aus m Gliedern 
besbhe, bezeichnen wit die reducirten Formen, welche den Paaren 
~(ol), zd~), . . . ,  ~) ,  enbprechen, beziiglich mit 
(45) (ao, be, co), (a,,  b~, e~), . . ., (a.,-~, b.,-~, c.,-I). 
Den Paaren ~)-i, ~)-s~ "" ", ~r 2) enbprechen dann bez. die reducir~en 
Formen 
(46) (al, 
Ferner sind 
(47) a o + 
bl, el), (a2, b~, c2),. . . ,  (a,~, b,~, c,,) ~ (ao, bo, Co). 
die Zahlen fs, welche den ersten Paaren eutsprechen, bez. 
2 be + co, a, + 2 bl + cl, 9 9  a~-I + 2 b=_ 1 + c~-1, 
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die Zahlen f~, welehe den zwei~en Paaren entsprechen, bez. 
(48) a 1 - -  2 b t ~- ci, a s - -  2 b~ --~ c2, . . . ,  a,~ - -  2 bm --~ cm. 
!~un zeigt man abet leieht, dass die Zahlen (47) der Reihe naeh 
dieselben Vorzeichen haben, wie die Zahlen (48). In der That, die auf 
(a~, b~, Q folgende Form (a~+:, b~+l, c~-~t) ist (lurch die Gleichungen 
a~+l ~ ai, bi+: ~ a~ -~- b~, ci+x ~a~ -]- 2b~ -}- c~ 
oder dutch die Gleichungen 
a~+~  ai + 2b~ + c~, bi+l ~ b~ + c~, c~+: ----- c~ 
bestimmt, je nachdem as + 2bi + ct negativ oder positiv ist. Im ersten 
Falte ist aber a t+t -  2b~+, + c~+~  e~, also negativ, im zweiten 
Falle ist a~+: -  2b,+~ + e~+~ ai, also positiv, w. z. b. w. 
Die Charakteristiken yon Z l und it 2 haben daher die Gestalt 
~] '~ ~i :~'' '  ~(,:)-, I ~(o ~ ~i ~ ' ' "  ~2)-~ I . - . ,  
bez .  
~ I ~::"<2 ~ ' "  ~2-~ I '~:' e :~. . .  ~:?_, ! ' "  
wobei 
~--  - ~2- ,  ~i ~ - -  - ~)_,. . . ,  ~2)_~---- ~)2 ~ 
is~. Indem wir tier Einfachheit halber die Bezeiehnung dahin ab~ndern, 
dass wit Yi, Y~, 9 9 Y~ an Stelle yon ,(o'), ~) , . . . ,  e~_~ bez. sehreiben, 
indem wir ferner beriieksiehtigen, dass die Charakteristik yon ~ ~t2 
aus der yon a s hervorgeht, wenn man in dieser alle VorzeJehen um- 
kehrt, kSnnen wir den Satz ausspreehen: 
8 a t z 24. F i i r  eine Form (a, b, c) deren erster Coefficient a positiv, 
derer~ letzter Coefficient c negativ ist, haben die Charakteristiken der 
ersten (positiven) Wurzel  und der negativ genommenen zweiten (negativen) 
Wurze~ die Gestalt 
~ Yi ~ . .  . ~ ,~ ~ ." . Ym. . .  
beziig~ich 
e ~ ~,~ ~_ : . . .  ~l ~1,, ~,~-~. 9 9 y~ . . . .  
Wit betrachtea nun zweitens den Fall~ we gemeinsame Paare in 
den Reihen (36) und (37) auftreten. Dieser Fall trit~ ein, wenn ~t i 
und 2~ dasselbe Vorzeieh~n haben, also die ~iusseren Coefficienten a, c 
der Form beide posifiv sind. Es sei wieder m die Anzahl der G]ieder 
der Formenperiode. Dann haben die Charak~eristiken yon ~l und ~e 
die Gestalt 
bezfiglich 
. . . .  n+~- - I  n - [ -x  * " " u~'~- - I  ] ~ " ~ 
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wo die beiden ersten durch Punkte angedeuteten Glieder in beiden 
Charakferistiken ~ oder He sind, je nachdem X l und X~ positiv oder 
negativ sind. Nun zeigt man wieder leieh~ dutch die Betrachtung der 
redueirten Formen, die den Paaren ~r~),..., ~r(:_~_l und ~r~2},..., z~_  1 
enfsprechen, dass 
is& Indem wit yon der Charakteristik yon ~t~ wieder zu der yogi --i~ 
fibergehen und zugleich flit die in den Charakteristiken auftretenden 
u andere Bezeichnungen inffihren, erhal~ea wir den 
Satz 25. ~ i i r  eine _Form (a, b, c), dere~ gussere Coefficienten a
und c ~ositiv s~nd, haben die Charakterist iken der. ersten Wurzet  und 
tier negativ genommenen ~weiien Wur~el  die Gestalt 
eo e~ e~ . . . e,+~ y ~ ~ . . . y,~-l ~ ~l ~ . . . ~,~-~ 1~ . . . 
bez~ich  
~0 
~'~==-- ~ (x=O, 1,2,. . . ,n~l) 
/sL 
Von der Charakteristik einer GrSsse geh~ man leieh~ zu der 
Kettenbruehentwicklung derselben tiber. Und so enthalten i sbesondere 
die S~tze 24 und 25 das bekannte Theorem, dass die natfirlichen 
Ke~enbruehen~wicklungen der beiden Wurzeln einer ganzzahligen 
quadratisehen Gleiehung periodisch sind, und class die Periode in der 
:En~wicklung der einen Wurzei dieseIben Zahlen jedoch in umgekehrter 
Reihenfo]ge nth~ilt, wie die Periode in der Entwicklung tier anderen 
Wurzel. 
Es mSgen bier noch einige Bemerkungen tiber die im Vors~ehen- 
den entwiekette Theorie, tiber ihre Beziehungen zu ~il~eren Unter- 
suehungen und fiber ihre Verallgemeinerungen folgen. 
In letz~er Instanz lieg~ unserer Theorie die Untersuchung der 
ganzzahligen Formen mR versc~windender Determinante zu Grunde. 
Indem wit n~m]ich die Formen dutch die Punkte einer Ebene repr~isen- 
tirten, wurden die ganzzahMgen Formen mi~ versehwindender Deter- 
minante dutch diejenigen Punkte eines Kegelschnittes (des Kreises K) 
dargestell~, welche rationalen Parametern entsprechen, und die Be- 
trachtung dieser Punkte, mit weleher unsere Un~ersuchung sogleich 
anhebt, bilde~ den Ange]punk~ der Theorie. Bei der erwihn~en 
geome~rischen Representation s~ellen sich die unimodularen ganz- 
zahligen linearen Transform~tionen tier quadratischea Formen uls eine 
9 iathematische Annaleu. XLY. 8 
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Gruppe yon Collineationen dar, der gegeniiber jenes System yon Punkten 
des Kegelsehnitts mit rationalen Parametern i variant ist. Betrachtet 
man die Gcrade, welche irgend zwei Punkte dieses Systemes~ deren 
und s seien, verbinde~, so ist der Parameter in reducirter Form ~ 
absolute Wer~h der Determinante ~'v  ~ su  r~icksiehtlich unsere Gruppe 
yon Collineationen eine Invariante jener Geraden. Man gelang~ so 
natargemiiss zu dem Begriff der Elementarsehnen: es sind das die- 
jenigen Geraden, deren Invariante den lrleinstmSglichen Werth 1 
besitzt. Indem wir uns nun dis Gesammtheit aller Elementarsehnen 
construiren, erhalten wit eine Figur, die uns die Gruppirung aller 
Punkte der Ebene gegenfiber den Collineationen der Gruppe fibersehen 
li~ss~ und uns da~di~ die Mittel an die Hand gisbt, die Theorie der 
Reduction der quadratischen Formen zu begrfinden. 
Dabei ist besonders hervorzuheben, dass sich die wesenflichen 
Eigensehaf~en dieser Figur aus dem Begriff der Elementarsehne auf die 
leichteste and ungezwungenste Weise ergeben. 
Schon oben haben wit erw~hnt, dass die in Rede s~ehende 
,,Elementarsehnenfigur" yon Herrn K le in  aus jener ,,Modulfigur" (wie 
wit sis kurz nennen wollen) abgeleite~ worden ist, welche der Theorie 
der Modulfunctionen zu Grunde liegt und die aus einem gewissen 
System yon Kreisbogendreiecken besteht, welche die eine H~lfte der 
comlolexen Zahlenebene einfach und l~iekenlos bedeeken. In abstracto 
kann man die beiden Figuren geradezu als identisch ansehen, insofern 
tie versehieden'e geometrische Einkleidungen derselben analytischen 
Ideenbildung sind*). Der Gedanke nun, die Theorie der Reduction 
bin~rer quadratischer Formen auf die Modulfigur zu grfinden, wurde 
yon Herin K le in  schon 1879 in einer Vorlesung, welcher der Verfasser 
9 ) Die geometrisehe Einkleidung is~ bier, wie in allen ~hnhchsn F~llen, 
e~erss~s an sich ganz  unwesenflich (so wer~hvoll s~e far die Zdeenb~/dung d 
f~ir die Abkfirzung tier Ausdrucksweise auch sein ,'nag), andererseits is~sie na~irlich 
auf die verscbiedenB~n Weisen m~glieh. F~ir melehe Art der Einkleidung man 
sich entscheiden will, wird man immer yon Zweelran~ssigkeitsgr~inden abh~ gen 
lassen. So wird man in tier Tbeorie der Modulfunctionen der Modulfigur den 
Vorzug geben, wKhrend in der Theorie tier Reduction der quadratischen Formen 
die Elementarsehnens ale die angemesseners erscheint. Vielleicht ist es ~ibrigens 
zweckm~sdg~ dis letz~ere Figur aueh denjenigen functionentheoretischsn Unter- 
suehungen z  Grunde zu legen, die sieh auf die yon Dirichle~, Kronecker~ 
Weber nnd anderen be~rachte~enReihenderGest~lt~I~ (und ~hnliche) beziehen, 
we sich die Summe auf die ers~en Coeffieien~en aller Formen ether Classe posi~iver 
Formen ers~reckt. 
Bemerk~ set ~ibrigens och, class man, um volle Uebe~einstimmung zwisehen 
beiden Figuren zu erzielen, die Elemen~arsehnen]~gur durch Aufnahme aller Ge- 
raden erg~nzen muss, deren Invariante g]e~ch 2 is~. 
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damals als Studirender beiwohnte, susf(ihrlich erSrtert. Andererseits 
war auch tier Zusammenhang der Modulfigur mit der Theorie der 
Reduction quadratischer Formen egativer Determinante in Herrn D e d e - 
k in d's Abhandlung fiber die Theorie der elliptisehen Modulfunctionen 
(Crelle's Journal Bd. 83, 1877) klar hervorgetreten u d S t e p h e n S m i ~ h 
hatte in einer Arbeit ,,Sur les gquations modulaires" (Atti della 
Accademia Reale di Lincei, Bd. I. 1877) die Figur f{ir Formen positi~er 
Determinante verwendet. In seiner Abhandlung ,,Grundlagen einer 
independenten Theorie der elliptischen Modulfunctionen und Theorie 
der Multiplicatorgleichungen rster Stufe" (Diese Annalen Bd. 18, 
pag. 528) hat der Verfasser sodann die wesenflichen Eigenschaften tier 
Modulfigur auf directem Wege bewiesen, wodurch auch fiir die An- 
wendung tier Figur auf die Reduction der quadratisehen Formen eine 
feste Grundlage gegeben war. Ist die dor~ gegebene Dars~ellung an 
sich aueh ausreichend, so leidet sie doch an dem Mangel, dass sic 
keine Ableitung der FJgur glebe, sondern die wesentlichen Elemente 
der Figur wie etwas Gegebenes annimmt. In dieser Hinsicht hat jene 
Darstellung dutch Herrn F r i e k e eine Erg~inzung effahren, und zwar 
auf Grund einer Idee, die derse]be auch in vielen analogen F~llen 
mit gliicklichem Erfolge angewandt hat*). Die Idee besteht darin, die 
Gruppe der ganzzahligen linearen Transformationen 
x' = .x -4 -  ~ ( ,~  _ f i r  = 1) ~m+6 
dutch Hinzuf[igung der Transformation x' ~--- -  • zu erweitern. Dabei 
bedeuten x und x' eomplexe Variable und ~ die zu x conjugirt com- 
plexe Gr6sse. In der erweiterten Gruppe gieb~ es nun gewisse Trans- 
formationen (Spiegelungen), welche ganze Linien (@erade oder Kreise) 
Punkt ffir Punk~ fes~ lassen und diese Linien geben unmi~elbar die 
Begrenzungen tier Gebiete ab, welche die Modulfigur bilden. 
Was nun die S~ellung der vorliegenden Arbeit zu den soeben 
besproehenen U tersuehungen a geht, so ist erstens zu bemerken, dass 
wir eine Ablei~ung der Modulfigur und ihrer Eigensehaften gegeben 
haben, die auf einem durchaus neuen Principe beruh~. Sodann haben 
wir zweitens die Theorie der Reduction der quadratischen Formen auf 
Grund der Figur nach der zahlentheoretischen Seite bin vollst~ndig 
durchgef(ihr& Hierzu war die Verwendung der Theorie der Farey'schen 
Reihen unumg~nglich. Wollte man auf die zahlentheore~ische Dureh- 
ffihrung verziehten und sigh ~ni~ einer Skizzirung im Allgemeinen 
*) Vergl. Klein-Fricke, Ellil0~ische Modulfunc~ionen, Bd.I, 13ag. 223g:, 
Fricke ,,Ueber eiue besondere Classe diszontinuirlicher Gruppen reeller linearer 
Substi~utionen", diese Annalen Bd. 38, pag. 50 und 461. Man sehe auch di6 kb- 
handlungen yon Bianchi: ,,Sui gruppi di sostri~uzioni lineari", diese Annalen 
Bd. 40 und Bd, 42. 
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begnfigen, so wfirde man mib weir geringeren Mit~eln ausreichen, wie 
dies aus elner Note zu ersehen is~ die der Verfasser dem mathematischen 
Congress in Chicago vorgeleg~ hal 
Das Princip, welches wir in der vorliegenden Arbei~ auf die 
bin~ren quadratischen Formen mit reellen Ooefficienten angewandt 
haben, n~mlieh: die , ausgearteten ~' Formen zu un~ersuchen und yon 
diesen den R~ckschluss auf die allgemeinen Formen zu machen, l~ss~ 
sich mit Effolg auf Formen mit beliebig vielen Unbestimmtcn, sei es, 
class man die Coefficienten der Formen reell oder complex annimmt, 
ausdehnen. Es mSge gen[igen, dieses an einigen Beispielen n~iher 
darzulegem Im Falle der binEren Formen mit complexen Coefficienten 
(der Dirlchle~'schen und Hermite'schen Formen) f~ihrt unser Princip 
zu folgender Betrachtung. Man denke sich die complexen Zahlen in 
bekannfer Weise dutch die Punkte einer Kugel dargestellt. Die einzelne 
complexe Zahl mSge zur Abk~rzung der ,,Parameter" des entspreehen- 
den Kuge]punktes heissen und le~zterer ebenso bezeichnet werden wie 
sein Parameter. Die unimodularen Transformationen -~-~--~, we a, /~, 
Y, ~ complexe ganze Zahlen sind, stellen dann eine Gruppe yon 
Collineationen des Raumes dar~ welche die Kugel fes~ lassen und ins- 
besondere das System der Punk~e mit (complex) rationalen Parametern 
in sich iiberffihren. Es (ibertr~ig~ sieh nun ohne Weiteres der Begriff 
der Elementarsehne: eine Elementarsehne ist die Yerbindungsgerade 
s zweier Punkte ~, ~ der Kugel, we r ,  s ,  u ,  v complexe ganze Zahlen 
bezeichnen, die der Bedingung rv  ~ s~= e gen[igen, unter seine 
Einhei~, also einen der Wer~he ~__ 1, + i verstanden. Man fasse nun 
die Gesammthei~ der im Inneren der Kugel ausgespannten u endlich 
vielen Elemen~arsehnen ins Auge. Be~rachtet man eine Gerade, welche 
die Kugel schneider, so wird man untersuchen kSnnen, wie sich diese 
Gerade dureh die Gesammthei~ der Elementarsehnen hi durchziehL 
Diese Untersuchung ergiebt die Theorie der Reduction der Dirichlet'- 
schen Formen, welehe wie leich~ zu sehen durch die die Kugel treffen- 
den Geraden dargestellt werden. Man erhElt ferner die Theorie der 
Reduction der definiten und indefiniten Hermite'schen Formen, indem 
man untersuch~, wie sich ein im Innern der Kugel liegender Punkt 
bez. eine die Kugel schneidende Ebene zu der Gesammtheit der Ele- 
mentarsehnen verh~lL 
Die bier in ihren Grundz(igen skizzirte Theorie der Dirichlefschen 
und Hermi~e'schen Formen steht zu der yon Herrn B i an c hi gegebenen*) 
*) ,Geome~rische Dars~ellung der Gruppen linearer Substi~ufionen mitganzen 
complexen Coefs nebst Anwendungen auf die Zahlentheone . Diese Annalen 
Bd. 38, pag. 313. 
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in derselben Beziehung, wie die in der vorliegenden Arbeit entwickelto 
Theorie der biniiren quadratischen Formen mi~ reellen Coeffieienten 
zu der iilteren, oben beslorochenen Theorie, die sich auf  die Modul- 
figur stfi~zt. Auch fiir die Diriehlet'schen und Hermi~e'schen Formen 
gew.:ihr~ unsere Theorie den Vortheil, unmi~telbar die zahlentheoretische 
Durehffihrang zu ermSglichen, wobei dann aueh ihr Zusammenhang 
mit den Untersuehungen hervortreten wird, die der Verfasser fiber die 
EntwickIung complexer GrSssen in Ke~tenbrtiche angestell~; hat. (Ac~a 
matematica Bd. 11.) Alles dies hoffr tier Verfasser in einer Abhandlung, 
die sich an die vorliegende ansehliessen sell, ausfiihrlich darlegen 
zu kSnnen. 
Es brauch~ kaum bemerkt zu werden, dass unser Princip aueh 
auf audere neuerdings yon den Herrn Fricke und Bianchi untersuch~ea 
Gruppen und zugehSrigen Formen (vffl. das obige Citat) Anwendung 
finder. 
Wit betrachten zweitens die quadratischen Formen mi~ reellen 
Coefficien~en und n Unbes~imm~en u, v, w, . . . .  Der Einfacbhei~ halber 
sei n ~ 3. Deutet man dann die Coefficienten der einzelnen Form als 
bomogene Coordinaten~ so werden die Formen durch die Punkte eines 
linearen Raumes yon 5 Dimensionen dargestellk Ia diesem Raume 
betrachte man insbesondere das Gebilde, welches den Formen entspricbt I 
die sich auf ein volles Quadrat (xu -{ -yv -~zw)  2 redueiren. Dieses 
Gebilde ist eine rationale zweis~utlge quadra~ische Mannigfaltigkeit, da 
die Coordinalen eines Punktes des Gebildes den Quadraten und Productea 
der drei Ver~nderlichen x~ y~ z proportional sind. Der einzelne Punkt 
is~ dureh die Verh~iltnisse x :y :~ festgelegt und das Gebilde vertrit~ 
die Rolls des Kegelschnittes K in der Theorie der bini~ren Formen. 
A_uf dem Gebilde hat man nun welter diejenigen Punkte x :y :z  ins 
Auge zu fassen, f~ir welehe x, y, z ganze Zahlen (ohne einen allen 
gemeinsamen Theiler) sind. Drei derartige Punkte x~, Y l ,  z.~ ; x2, Y2, ~ ; 
xa, Ya~ za~ bes~immen eine Ebene (einen linearen llaum yon zwei Dimen- 
sionen)~ welehe eine ,,Elemenfarebene" heissen m5ge, wenn die Deter- 
xl Yi zi ] 
minante x~ Y2 z2 I gleich A-1 ist. 
xa Ya za 
Auf das Stadium der Gesammtheit der Elemeutarebenen, die das 
Analogon der Elementarsehnen bilden, l~isst sich dann die Theorie der 
tern~iren quadratischen Formen grtlnden, wie der Verfasser an einem 
anderen Or~e zu zeigen gedeak~. 
Zi ir ich~ den 28. Januar 1894. 
